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As indicated in the previous paper， the energy f1uctuation of random noise can be 
considered by treating the generalized problem of random walks inmulti-dimensional 
vector space and the attention is first1y focused on what are the fundamental problems 
in the case when we translate the actual random phenomena into mathematical words 
as faithfully as possible. Accordingly~ an N-dimensional space can be taken up as the 
effective frame with flexible size in which the actual random phenomena can fit under 
our consideration of both the random input property and human action (i. e.， observa-
tion)， instead of fitting the natural random phenomena into the artificially fixed frame. 
That is， the dimension N of space for the random process varies with both object and 
subject. For instance， a probability calculation of average power of the random signals 
limited within the frequency interval W and time interval T can be regarded， following 
Shannon' s sampling theorem， as a problem of distance in the functional space with 
N=2TW. 
However， our consideration in this paper is limited to a special case N=2 (complex 
number plane). That is， we consider the random noise character as the amplitude 
f1uctuation or the phase f1uctuation. Therefore， we calculate and give a list of the 
explicit expressions for amplitude and phase distribution densities in the random phase 
problem from the geometrical viewpoint under the definition of 2-dimenensional variance. 
一+ー+ー→一→
In such a problem， a particle undergoes a sequence of displacemets rlt r2， ra， ・， ri， 
+ー
・・，r.in 2・dimensionalGauss plane where the magnitude and direction of respective 
displacement are independent of the preceding ones. But the probability that the displa-
一+ー+ー+ー+ー→
cement Ti lies between n and ri + dri is governed by a certain distribution function p(n) 
a priori assigned. We ask: What is the probability density (p (R) and p (0) that after k 
+ー
displacements ri (i=1， 2，・・…， k) the coordinates of the particle should lie inthe interval 
-+- ーー 令
dR at R (=(R，OJ). This problem， of course， corresponds to the random phase problem: 
" R e18= .2'r .,;ei8i• That is， the resultant wave Rei8 consists of many independently elemental 
waves Tiei8i {i=1，2，……，k). 
Finally， the author has given an outline of the application to communication engin-
eering in relation to Bessel or Gamma probability distribution derived in the previous 
paper. 
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先の論文(14)ですでに指摘したごとし三次元空間内に現実に見出すことのできるいかなる不規
則現象も，その不規則さの多様性を記述解析するにあたっては，なまの不規則現象の担い手が何で
あるか，個々の担い手の従う因果的法則性が何であるかという事よりも，結果的記述での多元的振
舞・多様な動きにより多く注視の目を注いでこれをN次元関数空間内での RandomProcessだと
みなし正規直交関数群をその座標軸に選ぶ解析方法も可能なのである山{山山山}O すなわち，
Randomな振舞自体が盛られる機能的確率空間の次元数にとって第一義的に重要なのは，その現
象の担い手である個性的な粒子の実在する空間であるよりは，むしろ，これら各粒子群によって演
ぜられる結果的振舞のあり方，その確率分布であろう (8)。
三次元空聞が振舞の担い手すなわち一般に物質粒子が客観的に実在する現実的な唯一の空間であ
るからとて，また信号解析が従来二次元の複素平面で、しばしば取扱われたからとて，この三次元や
二次元が雑音解析上なんら決定的位置をもたぬこと上の指摘に照して明白であるO しかし，雑音の
ような不規則現象を，特に二次元複素平面内に拘束し複素平面内の RandomPhase Problemと
して解析するときは，等価的に握幅や位相なる概念が同時に定義でき， 当然， 不規則波動現象に
関する工学的応用分野への関連も密接で、あ . 5 _~~ø-~r..~へ、
ろう o この場合，変動の不規則さは，振幅 1¥ /~) 4 ¥ 
Rや位相Oのゆらぎとして表現され，握幅
・位相それぞれの確率分布，ならびに振幅
の分布と位相の分布の関連をすら問題とす
ることができる。そして二次元での特殊性
から，不規則現象の幾何学的解釈も容易で
あり，この幾何学的考察の容易さは，ます
ます実用との関連性を明確にする O
この論文では， Gauss型不規則変動の各
振幅分布や各位相分布の陽表示を，それぞ
れ強何学的な確率橋円の位置付けを識別基
準として考察し，その詳細な算出過程と共
に物理的意味を明確にするための基本的諸
性質もあわせ示した。
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第1図不規則位相波の合成と 2次元 RandomWalk 
Problemの等価性
2 不規則変動と正常相関分布特性
Gaussの誤差論において，観測誤差が多数個の互いに独立な根源誤差の相加から構成されると
考えたごとく，結呆的な不規則動揺波に対してもこれが多数個の要素波から合成されると考えるこ
ともできょう。各要素波の中には互いに相関をもつものも含まれるが，一般に自然界において互い
に多種多様な必然性が偶然性を媒介として自己を出現さすその相互外在性にこそ Random特性の
成因があることに着目して，結果的な動揺波に不規則性の幅をもたすためには，これら各要素波が
相互外在的だとして，互いの独立性をもちこまねばなるまい。すなわち，第1図のごとく，不規則
位相波の合成波 Reiθ は，等価的に，多数K個の，互いに独立な要素波 Xt+iytから Reo=x+iy 
k 
= 's(xz+iyt)のように構成されると考える。 (2次元酔容の問題) (x， y)及び (Xz，yz)の半不
変係数をそれぞれAmn，Amn mとして， (x， y)の特性関数F(μ，ν)=くei(Zμ+1/1>)は，
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(0<0 K 
F(μ，ν) = exp 1.x.x A:~~~，-(iμ)m (iν〉四 ~=Il倍以X~μ+YlYl)
tm四 m!n! '. . ') ~=1 
K _ ~ (p .- Amn (0 /" "¥ _ /. "¥.， i 
ニ Zexplf FJa-(iμ)m (iゆっ 、? ???，? 、? ??• 
で表示され，結局，次の表示にまとめることができる。
F(μ，ν) = eiA10.u 
-・・・・・・・(2)
ここにん=a=孟，A20=σ2z=伝工主5¥ん=b=y，A02=σ2u=吾=子)2， Al1=σxyニ伝τ豆)(y二亨)， とな
ることから，式(2)の二次元逆 Fourier変換を用いて，次の表示が導かれる。
∞ Rm+叫
P(x，y)=n(x，y;a，b;a2x，a2y;p) +.x .x Amn • Çl.~mÇl__n n(x.y;a，b・a2X，a2y;ρ〉……一一…(3)， uJu X 官，fJ / -  ::+n~3 n -8x明。y叫 ，3， LI，ux  
これは，他の論文ですでに発表した統計的多変量(ここでは二変量)Hermite展開表示(13)(山の一
種で，本質的に， Gram -Charier級数の二次元拡張であり，第二項以下は正常相関曲面第一項か
らの偏情，超過，高次相関効果等を与えるo
乱弾雑音のごとく， K十分大ならば， p Cx， y)は第一項の二次元 Gauss確率分布に収散し(中
央極限定理の二次元的見地)，以下この意味でp(x， y)を示す。 (3)の第二項で，特に重要なのは，
m+n=3の時のAmn=-Amn/ m!n!で、ある。記号n( )は，
n(x， y;a， b;a2x.σ2y; p) 
1 一一 rfx-aV，(y-bV nJx-a¥(y-b¥i1 
=言語瓦瓦'/1コftXPl-2 司τp2)L~~) -r-~ q;;-} -~ρ\ -;-A予-;-}Jf
なるものとする O …………性)
? ?
???
ごC(実軸)O 
第2図複素平面における Gauss型不規則雑音の分散域〈確率楕円〉
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3 振幅動揺と位相動揺の結合確率密度分布表示
今，表示(3)第一項の二次元正規分布山:P (x， y)=n(x，y;a，b;σx，内;p)において， (玄， y)座標
軸を，角α0=1/2・t帥ー1{2σz百/(σ2z一σ2y)}だけ原点の廻りに回転し，更には， y)座標系での位置
(a， b)へ原点を並行移動するo P(X，討をこの新らしい座標系 (x'，yりに関する確率密度表示
P (X'， y')に書き改めるならば，次の表示が導かれる。
(X'2 ， y'2 ¥ 
-[一一十一;;)J
P (X'， y') = 7r~~すe\α p '=内')内')
ただし p(x')=n(x'; 0，α/2)， p(y')=n(y';o，s/2) 
ここに，分布の母数 α，sは既知の σ町内から次のように計算されるO
α=σ82+M2， s=a28-M2 
ただし， a28=σ2.x+σy2， M=~(a百二 112y)2王五五百J くくσ8) J 
第2図からも分るように，
x'=Rcos(Oー α。)-Acos(δ。ーα心， y'ニ Rsin(tJ-α。)-Asin(oo一α。〉
で示される変換によって， p(X， y)を極座標表示(複素平面で、Modulus;R， Argument;約すれば
Gauss型不規則変動における振幅動揺と位相動揺の結合確率密度分布表示として，次の表示を導く
ことができるo
P(R，か毒iexp(-tマ[K2(tJ)・R2十九(oo)・A2ー 払・ A.Rcos(O-(1o-eo) J}
-・・…伺
、 、
?， ，
????? 、
......ー (6)
a _ I 
ただし む=tm-1f7MOo-α川 A=〆主再，
、 、
?， ，
??， ?
?、δ仇炉い0戸円=司t也
K2(伊0)=σ向s2一M2c∞o叩s(伊0一αDρ)，
Ka=〆長耳扇亡盃吉証言cos2(80 -ao) 
一次元正規分布P(x)での一次元分散域は， p(x)の値がCP(x)J削 xx1/予/eをとるような xの座
標値までの区間と解釈することもできる O 同様に，二次元正規分布において確率密度の値が CP(x，
y)JmaxX 1/v'瓦をとる二次元曲線を二次元分散域だと定義しよう。 (5)式から，この二次元分散域は
確率楕円;(Xりα)+ (y'2/ s)=).2で， ). = 1 /~玄とした場合に対応し，分布の母数 :α， sの幾何学
的意味は第2図で与えられるo).任意の確率楕円(焦点:F， F')に対して，
一一一一〆三-M..--;離心率 :ε=〆 1-β/α 一 一一一<1〆1182+M2~ ~ 
FP+F'P=2).〆a，FF(=2~2).M i 
f=-m-mr，〈m，mFM，yF〉座標系での共ゃく二直径の勾配) I 
が得られ， Mが0一→a8 とその値が変化するにつれ，上の二次元分散域(確率楕円〉は，円-→楕
円一→扇平楕円と明瞭に形態変化をする。
...，..・ (9)
4 幾何学的見地にたつ Gauss型不規則変動の振幅分布と
位相分布に関する陽表現
一般にP，(x， y)が正常相関分布に従うかぎり， 以下の確率分布表示は成立するが， ここには
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特に，幾つかの要素波の合成からなる不規則位相波R・ei8=.1:nei8l(=x+iy)の掻幅動揺，および
位相動揺が従う確率密度分布陽表示:P(R)及'CFP(fJ)を求める。この二次元Vector合成のP(R)
問題は，二次元酔歩の問題そのものでもあろう(第1図参照〉。
また，われわれは幾何学的見地に立って表示P(R)，ならびに，このP(R)陽表示を採ることので
きる有効位相変動範囲肩工百五を見出すのに必要なP(fJ)表示を併記する。もちろん，有効な位相変
動範囲否士百2のみが，その範囲で成立する振幅動揺分布の陽表示P(R)を一意に決定するものでな
く，二次元中央極限定理に従う今の場合1P(R)を一意に決定するものはP(fJ)の分布型そのもの
である O すなわち布二百叫でnを正整数にとったすべて(近似的には，平均，分散，歪度，尖度を与
えるn=4までで十分〕のMomentが必要である O 波動合成では，もちろんは， y)はGauss平
面にとるo
第2図で与えた確率楕円の各形態を識別基準(具体的には規則信号成分の振幅Aおよび雑音確率
楕円の形状指数Mを指標にする〉として，以下順次列挙するように，雑音のそれぞれの振幅変動と
位相変動に関する(吋の周辺分布密度関数;P(R)， P(O)を導くことができるo 以下のすべての表
示を通じて， (R2)=(X2十y2)=O'S2+A2となるこというまでもない。
4.1 Mキ0，Aキo(一般〉
確率楕円の形態
確率楕円:楕円
ザ
P: 
2π 
' z 
P(R)， P(めの表示
P(R)=誓e-tp〔ds2・R2+K2ωA2J
• {Io (詐R2)・Io(25AR)+221L
. (長R2)12や5AR)co喧nEo) 制
K2(sG) ..? ( 
一一了A2.1. ， Ka〆7CAP () =一~・ e K12'=. -¥1十 一一一一一2πK2(}) -v Ul -l~ T K~〆E万了
K.2 A2 亙亡E万7・cos(fJ-α。-ε。). 
• cos (0一α。←80)・e
[f kzi∞s (fJ-0.0 -80) J I~..""'''' .(1) K
1
vK
2
(8) . .v.~\y '' ~O/ )j
表示制のP(R)= J 0 P(R ，(})d片岡から算出するに当つては，次の積分計算を用いるo
1 (2πAcos(O -E1) + Bcos 2(0 -E2) I e ・d(}2πJ 
=会J;7r{叫〉 +2ZIm(A〕・ co刷。-ε0・)(ゆ〉十 221W〉吋n(O-ω}d(} 
=lo(A)Io(B)+ 2IIバB)I2叫(A)・cos2n(ε1一ε2) -・ H ・ H ・...~見
また表示unのp(O)=foO<>P(R，伽Rを(脚
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fRe叩 -2CR)・dR=会{1+54乍 [1+町f(走)J}
v 
O 
.......・4時
x司T陶・
第3図 無限遠に位置する Gauss雑音の確率楕円
x 
4・2Mキ0，A→∞ 
確率楕円の形態
確率惰円:楕門
事'
P(R)， p (0) の表示
I P( ト n (R ; A， 告引〔μ切附σ山s
.・0，4}
Pくかn(s;0， 会(6S2-M2COS2・(Oo-ωJ) 
..."...，綿???
唱(玄-a)2
n(x;a ， σり Eゥチ士一 e 一一五~(Gauss)分布
v :zπσ 
および s:::=tan(O -oo) とする O
表示。~，仰においては，まず結合分布密度(吋式に着目し，これを次のように書き改めるo
一 (CR2十DA2)_ ~KR2cos2(O ー α。)+ 2LARcos(O一向一ε。)1 
P(R，O)=πkle | 
ただL i 
(/$2 
'rT_ 
M2 
T"'o._ K22(Bo) T 
_ K3 f'，，，~~nn .C三 K>' K=K~2' D K12 L三 K12(胆)参照) J 
-・0時
今，0一α。=(O-Oo)+(OO-α。〉とおき，三角閣数の加法定理を適用すれば，かなり複雑な計算の後
ではあるが，自国式の指数関数第二項の壌は次のように変形される。
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KR2cos2(oo一向)+ 2LAR[cos(oo一向)cosε。+sin(oo一向)sineoJ
-2KR2(sin2(O -oo)cos2(δ。-α。)+ sin(O -oo)sin2(oo一α0・cos((j-oo) J 
・2(8-80) +2LAR〔-2S1n-37一・ {cos(oo一向)COSeo+ sin(oo一向)sineo}
、 ?
??
?， ， ?? ??
、
coseo=式(d82ー M2)C州 oo-ω
十sin(O-oo)(ー coseo• sin(oo一α。)+sineo • cos(丸一向)J
(6)式初めの関係より，
sineo=丈(σs2十M切 ......・脚
cos(ooー ル c吋+sin(oo ゆ inε。=丈(σ82-M2cos 2 (oo一向))=L I y、 1
ト-・…!)却
∞s(ooー αh凶ーs同一αo)cosε。=丈(M2sin2(oo-(1.0)) 
が得られる。 o跡式を，制式と共に偶式に代入すれば，その指数項は，次のようになるO
D'=σ82 + M2cos2(oo一向〕一 一-ds4-M4 
すなわち，
-・・・ー・・・・・・・由。e玄p{-D(R -A)2}・exp{-D' A 2 ( S -0) 2}， 
および， 8三叫-òo)~-:sin(O
の関係を用いた。一方M4くげならば，
ds4-M4提 (σS2十M2cos2(oo一α。))(σs2ー M2cos2(oo一向))
A→∞より O-òo~ 1かっR=.A，ただし，
-・制
。。ー α。=nfー の時は正確)0 P (R ， 8) = P (R ，0) 1・|去lで
。→s
の関係が得られる (M=0， or 
dO S~:O-òo(A→∞〉すなわち|一一 1'-.1 となることから，ds P(R，S)己 P(R，O)I，すなわち，
A 
.~元- v' 1182 -M2cos2保二百デ
?
? ? ?
? ? ??? 〈
?
?
• e 
(s-o)2 
xe 〔1/(DKA2〉〕=P(R〉・ p(S)
1 
〆ん耳証2coS2(oo一α。〉v'π P(R， S) 
...伺
の表示として所要の結果が得られる。
表示ω，制式の物理的意味を明確にするため，ここで、は，上とは異った幾何学的証明方法を与え
るo第2図と同じく，座標 (x，y)の原点を0'(a， b)に移し，今， A→∞の場合を考えるoそ
して，角:占。〈主軸 (x'，y')からは角 (oo一向〉となる〉回転した Ur，Us軸を採り上げる
(第3図書照)。
二次元分散域は確率楕円以=1/下/互〕で定義されているo第3図で， σJ=Kf，亘守-古Tに
とれば，当然， Ur方向の分散はV(Ur)=<U，.2)=(石壬2)で， Us方向の分散を否否'(三A)で除したも
のは勾配sの分散V(s)= (1/ A2)・V(Us)ニ Cl/A2)くU82)=(1/A2)くO'G2)に相当するoA→∞に留意
して，結局，
V(R)=くU，.2)=くくx'cos(oo一向)+y'sin(oo一向))2)= ~ Cos2(Oo一向〕十-?-sin2(oo一α。〉
2 
=きい82+M2cos2(ooー α。))
V(かくu，2)/A2=会<C一白川一向)+ダω (oo一向))2)
=ヰ2(σsZー M2側 2(o.，一α。)) -・・・・・胸
S三 tan(O-oo) 
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の表示が得られる。もちろん，ここに(5)，(6)式の関係を用いた。
主チ'
3ユF
O θ80 
第4図 円形分散域をもっ Gauss雑音と規則信号
4・3 M=Q， AキO
確率楕円の形態
lP(R4eーがR2+A2) • 10閉
P(R) P(θ〉 の表示
-…-倒
且z
1 (ー~， Ay P (0) =豆元:-1 e σ82 +一一~cos(O-ðo)l E 
^2 
でーすsin2(0-oo).r.， i ~_.c( 
• 
I 1 + erf( 一二~ý言
'" 
u， 、 ，
? ?
，
?
? ? ?????、 ?
? ?
? ?? ??
? ?? ??? -・・脚
制， (1)式でM=Oとおき， Iv(O)=心。を用いれば倒， 帥式が容易に得られる。ここには，別主
幾何学的方法を考え，その物理的意味を明確にしよ 50
1 _ I o(xy) I P (R ，0)= P (x，y) I・|賀両)I =P(x'，ず)1 • R (.1:， 11> ー→ (R.~ (d，〆}ー→(R，D)
において， (司式を用いるならばど2+y'2=RI2=R2+A2 -2R Acos(O -do)となり〈第4図参照)，
M=Oに着目して，次の表示が導かれる。
-ー_¥(R2十A2_2RAcos(8ー oo))PCR，8)=二工τιU8 -・・・・締
同2π 戸2π
すなわち，周辺分布:P (R) = r"' P (R ，8) d8において -Lf e2cosω一九戸Io(Z)(7)を用J ".. 'V/ ~V ，_.，v. ~， 2πJ 
いる時締式がまず導かれる。帥式は制式において制式を適用すればよい。
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M=Q， A→∞ 4・4
刀t
-………帥
.......・制
表の
t P(R)=n(R;A，f".') 
p(s)=n(s; 0ポ)
P(6) P(R) 態
確率楕円:円
形の円楕率確
表示的，倒式は， o母，制式において M=Oとおくか，あるいは表示倒式に漸近形Io(Z)-ezJ
〆言語2mを適用すれば容易に得られる。この場合， ω式の近似関係は厳密に成立する。第3図(確
率楕円〉と同じ考察から，ただちにV(R)=(σs/v互)2，V(S)=[(c1s/V互)/AJ2が得られる O
Mギ0，A=O 4・5
刀t表のP(6) P(R) 態形の円楕率確
2R O's2R2 T f M2R2 ， 
P (R)=〆京司王 e -O'/'司王・IU=副
=悲e与(士十士)・41Y-手ヘ
-・・・・・・…・・側
?
， ?
?• • • • • • • 
l(fJ一α。)， K'三〆雨戸=〆亡証工面f
! ~，-" 1 K' 1 P(s/)=一一.~-::一一一(: cauchy分布〉~ ¥."'';- 'l: -K'2十S'2
|ただし， s'三三t町、
./...A_1.1"4 
P (fJ)=一一一」吋 叫
2π〔σ$2-M2cos2(fJ一向)JZ 
¥ 
確率楕円 t楕円
倒，制)式は，帥， U1l式でA=Oとおき， L( 0 )=(]y。を用いて容易に得られる。別な見地からの導
出方法としては次のやり方が考えられる。例式の導出方法と円じく，
1 吋学十竿)
P (R ，fJ')=R・p(x' ，y') I = R ・πV函 U
IXI，百1)ー→ IR，61l
????
?• • • • ??• 
から，
トー+[(す+す)+(士ーす)J，す=一七(す+す)-(士ーす)J
を用いて，次の表示を導くことができるo
一号[(す+す)+(十ーす)COS20'J， fJ'=f)-αo 
P(R， 0')= 7c予弓55e 1 J 1 f 
，.2π 司，，2π
ついで P(R)=.J P (R， fJ')dO'の計算には，会JeZC086dO=Io(z) (7)なる関係を用いればよい。
?
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また P(R ，0)= P (R ，0') 1 より，
8'-->θ 
D2 
-(d戸而了{C1S2-M2cos2(e一向)}…-…倒
P(R ，O)=云~d~亡詰r e
の表示が得られる。
続く周辺分布 :P(かJ~P(R，削Rの計算は容易であり，悶)式の p(S/) 表示は， Pω=P 
(0)1・21dO / ds i (0 <:0く2πにおいて， s'一個の値に対LDの値は2個存在することに注意〉から
。一令8'
導出される。
今，もし， s"=tanOを用いるならば，座標回転角α。=(1/2)tan-1(2pt1;ct11J/(σ';c2-内2))の値から，
cos2ao=完戸 sin2ao=学 '!L， (d;c1J=Pσ拘〕 伺
の関係、が得られ，P(s勺=P(O)I・2/(1 +s川)¥およ<PYのxへの回帰係数品s三 p・aY/t1Xに着目して。→s"
C P(S")=一一・一一一一一一← (Cauchy一分布山〉
C 2+ (s"-(j1J;C) 2 
ただし C.=::ふ〆京事
~U;C 
...，..・(甜)
の表示を導くことができるo また，この確率分布 P(s乍 jて1 P(仰向，式捌から次のように
示されるO
1 _1 1 + _12σX2(S"ーんx)
P(SFFHE-÷7f-tm -73;工事「
一方，
?
f担 svxr国 dt ， 1 r回 tdt
くSF〉=j-Jyrp(sw〉dSFF=fj-∞ー日子+---:rJ一回τ+t2
=品;c+会[log(1 +t2)J: 1 
K→ー∞ ..(:甜)
において， iKI=Lに保ったまま無限遠へ近づける，いわゆる“Cauchyの主値"の意味ではくsり=
んzとなる O すなわち， yのX'"へ¥の[回口司1帰係数8ι官zが
平均値でで、ある O 式仰と式儲)から次の事.がいえよう。
“(P(s") Jmaxl"1 s"={jyXて，[P(O)]回程lま0=α，て起る"工学的応用に際しては，これら Cauchy
分布は，実際上Cauchyの主値の意味での平均値をもっとみてよいであろう。
二次元 RandomPhase Problemにおける Gauss型不規則変動の振幅特性と位相特性 89 
4・6M→08， A=O 
確率楕円の形態 P(R) P(θ〉の表示
R2 
I P(R)=〆抗・十 e 2082 …・ 自由
U8 
.4 x' I R= 1 r 1 (rは正負の値をとる〉とすれば
I P (r)=n(r;o，σ82) …....・ H ・.(細
工 IP (S")=O(S"-sω...・H ・...(41)
ただし， yのxへの回帰係数を向x=ρ(σ百/σx)とし，
ρ→1， s"主 tanOとする O
????
、 、 、
????
M→08なることは，式(6)でρ(=σXy/山内〕→1なることを意味する。この時，座標回転角α。に対し
2t品目向 20z内
tan旬。+α。〕= =一一一一(ρ→1) …………(姐1 -tan2α。 σ:r;2-Oy2 
の関係が得られるから，tanf.lo=内/σ:r;， すなわちピ(主軸〉方向がyのxの回帰係数と一致するo
一方， "Tcheb四cheff(7，)定理川5)より，回帰直線のy方向の廻り土k内(x(=士kσu〆I二両内に落ち
る確率は(1-tF) より大となる o 戸刊1 0)の時恥tは主，十妙分大枕なる仰k~附し口てy妨方向伽の幅陥は主叶十分か剣併IJ小jトは、
とができ，この十分咲いほとんど回帰直線上にのみ集中する確率は十分1に近くなるoこれは(41)式そ
のものを示す。 このように回帰直線 y= (Oy/Ox). X 上に一次元的集中分布することから， R(= 
〆子王子)=(σ8/σ心・ !x!と置換できる。
xの正負2つの値がRの1つの値に対応するから， P (R)=2(dx/σ0・P(x)となり，式側が求め
られるo ただし， Pω=f二P(x.y)削 p)式第一項参照)=n(x;a.σ:r;2)なることもちろんであ
る。またR=lrl として，計算するまでもなく，回帰直線が~x'軸であり，式(5) (6)において， M→の
で， y'方向の分散戸12→0，玄'方向の分散α/2→σJとなることから側式は明らかであろう。
数学的には，式倒で， M→Mda(z〕zfUEEを考慮に入れれば，側式の算出は容易である。
1 C . ~ (~" P(s")は式伽)で M→σsの時C→0，すなわち，一一・一一一一一一一→a(8一品:r;)となり，式πC2十(8"-syx)2 
側のP(O)がa(oーα。〉に漸近する d性質がわかるO
4・7M=O， A=O 
確率楕円の形態 P(R) P(8) の表示
ミチ
R2 
2 R . ~ -aT (Rayleigh分布(1)(3)) ……(43) 
P(R)=ττ・e
US 
〔ただし J1=(R2)=σJに注意〕
Z P(かふ (0く0く2π)(:一様分布〉 ?????
1 1 p (8") = -=-・←一一一(:Cauchy分布山〉…一位5)1十 8/12
確率楕円 t円
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式側， (4札価1)，はすでに得た多くの表示でM=O，A=Oとして得られるこというまでもない。し
かし，例によって物理的意味を明確にするため別な導出方法を考えよう。 Fig.lでl=lの確率楕円
は，すでに述べたように(X'2jα)+(y'2/s)=.i2で、与えられるo 今点 (X，y)従って (x'，y')が，
このA楕円内に落ちる確率を求めるoA符円の面積s=π.Py豆s (ゆえにds=2πÀÝ~ ・ dÀ) とな
ることから，次の確率分布表示が結果されよう。
(8 T"> 1'__1 n， 1 _ -. F P (l) = f P (X'， y勺ds一| 一一一一e ・2rrA〆五百dえJ0 ~ ¥.A ~ ) U~-J 。 π~-;;ß
rÀn~_ -À. 2 .."l~ _-，p = ，^ 2Ae. ^  d)' = 1 -e ^ ・H ・..lIt側
確率密度:P (A) =2.ie-).2 (<).2)= 1 )はこれより直ちに得られる。 A=M=Oの時X'2+ y'2= R2= 
Ods)2なる円が』楕円に相当しP(R)=p(J)11/σsから側式が得られる。もちろん，公知のごとく，
A→ R 
自由度2oChi-square分布の定理からは全く容易にこの制式が得られる。
また，一般に[iXb 玄2拍t何れも同ーの互いに独立な平均値oo正規分布に従う時，比Xt/玄zは
Cauchy分布に従う o .I1という確率論における定理があるため，これより， 式闘の表示は自明の理
である。式(31)または式聞から，この定理は，分散がそれぞれ異なりしかも互いに相関をもっE親分
布にXbX2が従う場合でも成立するo ただし，その時， Cauchy分布はやや複雑な表示。1¥，儲)式を
採ることがわかる。
す『
ョニ
O コご
第5図 Gauss雑音の有効な位相変動範囲と振幅変動範囲
5 信号対雑音比と確率楕円
一般に， S.O.Rice山による白色雑音のFourier組数表示や，不規則変動波を多数個要素波の集合
とみなし得ることから，われわれが振動解析の時便利な複素平面を解析の手段として用いるのは自
然であり，この場合(上にみて来たように一般には相関係数ρ(式但)参照)の考慮が必要とはい
え)Rや8が振幅・位相といった明確な物理的意味をもち，応用との関連性を深くして来ることから
特に，ここにはこのP(R)， P (j)表示の物理的意味を種々の角度から眺めた。事実， Fadingや雑
音の包絡振幅に対するP(R)表示として，こことは異った見地に於てで、はあるが，上で導いた結果
のうち，いくつかの表示が， Rayleigh (1) (3)， S. O. Rice (1)， D. Middleton，仲上町桧尾崎}，そ
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の他多くの研究者により出されている O
以上の表示において， Aを連続規則信号の振幅， σaを雑音による不規則変動部分の r.m.sイ直とみ
る時，これらの振幅分布P(R)は，位相分布P(8)と共に，無効な雑音が据帽変調，または位相変
調においてどのように有効な規則信号に影響するかを詳しく探究する上で必要である。(第5図参
照〉すなわち，上に導いた分布がすべて平均Energy<R2)=0'82+A2の二次積率 (Mに無関係〕を
もつことから，一定の平均電力のもと，いろいろ異った変調方式において，これらの各分布表示が
雑音改善限界を詳細に研賓する時用いられうることが分る。またわれわれが雑音改善の指標として
用いる S/N比は，通常，0'82やA2等平均PowerやP-P値のみの比から定義されているが，幾何
学的な雑音の二次元分散域に対する確率楕円からもわかるように， パラメーターとしてM (O'xと内
の差異や相関効果に基く〕を考慮したS/N比の定義が， 実用的な二次積率のみに着目しても必要
であり，厳密にはP(R)，P(8)の分布形全体に対する考慮が必要である(分布全体に着目しての
SjN比の定義は情報理論的考察に連なる〕。
また， S.Goldman (2)が(情報理論において〉名付けた“連帯性の基準"として， S+Nの合成不
規則信号において，支配的な方向付けを与えるものは，単に，規則信号と雑音の強度振幅に対する
大いさの関係のみではなしこの M の効果 (0くM<0'8) も極めて重要な因子であること疑いな
し、。
われわれは，雑音のような不規則変動の振幅動揺に関L.， Rayleigh， S. O. Rice，仲上等多くの
研罪者によれそれぞれ固有の分野で見出された各表示を統一的に眺め，それらが相対的にどのよ
うな位相的背景のもとに導かれるものなのかを比舷し，あわせて，雑音やFadingにおいてこれら
振幅分布と切り離せない位相分布を新たに種々導出した。
周波数変調，位相変調等の通信方式においてはもちろん，この位相部分に有効な情報を含ませる
すべての応用的分野で，雑音の位相効果に関する研究は基本的にこの位相分布を導出することから
出発する。特に S.Go1dman山は，予見として，位相拘束とその位相の確率分布による一般的研究
が将来，情報理論においても重要な結果を導くだろうと示唆的な批判をなげかけているO 現在，位
相分布P(8)として実際に考慮されているのは，わずかに，Ray1eigh分布に対応する幽式の表示(そ
れも陰に用いられている場合が多い〉のみで，われわれは， 。としての分布より，その正接すなわ
ち勾配の分布 (p(s)， P (s')， P (s")等〉として考察した方が，公知の分布型に属するものが多く
現われ，しかも，実用的な立場では，これら公知の分布 (Gauss，短形， Cauchy分布等〕で，近
似し得たことからも応用的関連性が深いように思われるO
6 Bes舵 1-型，r-型雑音強度分布との関連性
規則信号成分Aを含む不規則変動の振幅動揺確率密度分布は多くは次の表示で近似されることを
すでに発表している。
2mR明f1 ，m-l _ ____ ( m(R2十A2) _ T l 2mAR ¥ P(R)=一一一卜~J ・ eXP1 一一一一一~l ・ Im_lI ~.LA"~"'; I ……間a一A2¥A  ....o.t'l [J-A2 j 恥 1¥ ~Q--=A 2.J (Bessel-'型〉
P(R)=子揺がR2m-l・exp{一号R2} (R2の分布がFー 型，別名m一分布〉
ただし 2つの母数:[Jおよびmは，積率法により，
[J=<R2) 
92-A' 
m=くR4)_[J2 (B個師1-型〕
22 
m =ーとR')_.Q2 (r-'型〉
-・・・値目
一…..祖国
......印)
・・(51)
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で与えられる。 Besseh型，r-型とは， R2(=E)の分布がBesseト分布， rて分布に一致することか
ら名付けたもの山で，r-型はBesseト型で、A→0として導かれる。しかし， Aが存在する場合でも
近似度を許せば，式阻)の母数のもと(4印式で等価さすこともできる。
上に二次元 RandomWa1k Prob1emとして導出したすべてのP(R)表示を，近似度を犠牲にし
てでも Besseト型(町式ゃr-型倒式の分布表示で、近似することは実用上大いに意味があり，両分布
での母数mが，二次元酔歩でのP(R)各分布から，どのように算出されるかを特に積率、出回)や(切に
よって考察してみよう。今，本論文でのすべてのP(R)各表示が，式(3)の第一項である二次元正規
分布から導かれたことに着目し，再び二次元正規分布 P(x，y)=nCx， y;a， b;0'，1;2，O'y2;ρ〉を採り上
げる。
この特性関数は，公知のように，次の表示で与えられている O
F刊(ωμ，11)=伊刊叫)=司e剖a川
(xmy叫り)=C伊δ畑+n/川θx前噌'8ynη)• FCωμ ， νゆ)1しμ品，→=寸~}何山)において (m= 0， nニ 4)， Cm= 2 ， n= 2) ， Crn= 
4， n=O)の各場合の計算から，
くx4)=30'，1;4+ 60'，1;2a2十a4，くy4)=3内4十6dy2b2十b4 ?
くx2y2)=σ，1;20'y2+σ，1;2b2十内2a2+20'2X官+a2b2十4abσ岬
の各積率表示が得られる。従って，結局， Rに対する積率として式側， (51)の計算に必要なものを挙
げれば，
くR4)=(X4+2x2y2+y4)=a4 + b4十2a2b2十20'，1;20'y2十2a2σJ十2b20'X2
+3dx4+3o'y4+6σ，1;2a2+6σy2b2十40'2XY+8abO'xy 
Q12三くR2)2=(ds2+A2)2 (式(6)，但)参照〉
-・・(54)
=σZ4十内4十20'x2dy2+ 2{a2σzE十a2内2+b2dx2+b2内2}+a4+b4十2a2b2 ・一'"一…(部)
の表示が導かれる。また式(叫の a=Acosd'o.b=Asind'。および座標回転:tan2α。=2σz官/(σ32一向り
を用いて，
A2 n. A2 ←~ -~ 
a20'x2+b2dy2十 2abd押 =σS2十←ー〆 (ax2-O'y2)2+ (211ん)2・cos2(O'o-α。〕2 -~ . 2 
が得られるから，式(同と共に，式(Ml，(5)から次の結果が導かれる。
くR4)_-Q12=σs4十M4-12A2(σ82+ M2cos2(O'o-α。)J
すなわち，式(瑚，聞から， Besse1-型:(47)の分布で近似する時，
?
???
684+2σs2A2 
m=σ84+M4十2A2(σs2十M2cos2(δ。-α。)
r-型:~刊の分布で近似する時，
m ー
(σs2十A2)2
-L4干w干互瓦2(疋干]¥12面通(0'0-示。)J
?
?
?? ???
、???
? ? ? ?
、 ?
? ? ? ? ? ?
? ? ?
?? ?
.ー.......・..伺)
の表示で積率法による母数mC>むの推定値が得られるo4.1-4.7の各P(R)，P(O)表示の分類が
M， Aの値に基づくものであることを，式倒について考える時，これらの分布は (P(R)の表示の
方をBesseト型，J'-;型分布で近似する際の〉等価m値の，差異によりて分額することができる。ただ
し，近似の精度は， 4.1-4.7のP(R)分布形によって異るが，この等価m11直を採用してBessel-型
やr~型で近似した時，くR2)，くR4)すなわちEnergyの二次モ{メント <E)，くE2)までは少なくとも
合致しているこというまでもない。表示(39)式の条件A=O，M→山において， すなわち確率楕円が
屑平の時，等価mはm=きとなり，また， (M=O's， d'o=α。〕および (A→∞， M=σs， 0'0=α。〉の時
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も，等価なmとしてm=きなる母数をもっ Bessel-分布近似で、与えられよう。もちろん，変動指数m
は，本来，信号空間の次元数Nから m=N/2として定義されたものだから， m>1/2となることは
考えられ，上のように， M→σsで、m=1/2が現われたのは，この場合，s→o (式(6)参照〕で，式(司
からN=lの一次元正規分布となることに照して，やはり，当然のようである O
このように， Besseト型，あるいは Fー 型のP(R)分布表示で近似した時，その分布の母数は，そ
れぞれ !J=<E)が平均電力，11mが相対的な不規則変動の深さ (K.Franzの動揺率)， Eo三 A02が
規則信号部分といった物理的内容をもっと考えられ， したがって， 平均電力およびEo一定の時，
m=1/2は最も深い変動の波をもっと考えられるo
7 結 量-Eヨ
Gauss型雑音の振幅分布特性と位相分布特性を二次元 RandomWalk Problemとの関連のもと
二次元分散域の形態やS/N比の大いさによって分類表示し， N次元信号空間内におけるBesseI-:型
やr-:型 White Noise強度分布との関連性に着目した。なお，論文は Proceedingsof the 5th 
J apan N ational Congress for Applied Mechanicsに発表した論文の一部を詳論，発展させた
ものであり，特に各分布陽表示の導出過程や物理的意味に多くの頁をさいた。
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